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Beitrag zur Konvergenz der Orthogonalreihen 
KÁROLY TANDORI 
1. Es sei r={ r t ( i ) } " ( ^ ( 0 = s i g n sin 2knt) das Rademachersche Funktionen-
system. Der folgende Satz ist bekannt (vgl. [4], S. 47). 
Es sei <P = {<Pk(T)}T e i n orthonormiertes System im Intervall (0,1). Für 
fl={at}"€/2 konvergiert die Reihe 
2rk(j)akcpk(x) 
bei fast jedem festen Punkt x£(0, 1) für fast jede /€(0,1); m. a. W. bei fast jedem 
Punkt x konvergiert die Reihe 
2±ak<Pk(x) 
t = i 
mit der Wahrscheinlichkeit 1. 
In dieser Note werden wir zeigen, daß unter einer stärkeren Voraussetzung 
über die Koeffizientenfolge a, ähnliche Behauptungen auch im Falle gelten, wenn 
die Vorzeichenverteilung durch ein beliebiges vorzeichenartiges Funktionensystem 
xl/={il/k(t)}T gegeben ist, d . h . durch meßbare Funktionen \j/k(t), mit |i/^(i)| = l 
f. ü. für i€(0,1), k=l,2, 
2. Es sei Q die Klasse aller örthonormierten Systeme <p = {%(*)}" im Inter-
vall (0, 1). Weiterhin sei M die Klasse der Koeffizientenfolgen a={ak}~, für die 
die Reihe 
0 ) 2 a k < P k ( x ) *=i • 
bei jedem System (p£Q im Intervall (0,1) fast überall konvergiert. Es ist bekannt 
(vgl. [2], [5]), daß , 
CO 
2 <*li log 2 k < <*> =>• a £ A f . 
i=2 • • ' " . . 
Weitere hinreichende Bedingungen für a£M sind z. B. in der Arbeit [6] gegeben. 
Received August 6, 1980. 
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Für eine Folge a setzen wir 
N1 = sup { / sup ( 2 öjk <P* (*)) dx\ . 
«>eß lo > ) 
In [7] haben wir gezeigt, daß a£M mit | | a | j < o o äquivalent ist. 
Es seien a£M, <p€_Q, und sei tp ein System von vorzeichenartigen Funktionen 
in (0, 1). Dann ist {il/k(t)<pk}?€Q für jedes /£(0, 1), und so folgt, daß die Reihe 
(2) 2 i M O 
k = 1 
bei jedem /€(0, 1) in (0, 1) fast überall konvergiert. Durch Anwendung des Fubini-
schen Satzes erhalten wir: 
S a t z I. Es sei a£M, (p£Q und ijt ein beliebiges vorzeichenartiges System. 
Dann konvergiert die Reihe (2) bei fast jedem JC£(0, 1) für fast jedes t£(0, 1). 
3. Es sei A={At}~ eine nichtabnehmende Folge von positiven Zahlen. Mit 
ß(A) bezeichnen wir die Klasse der orthonormierten Systeme q> = {(pk(x)}™ im 
Intervall (0, 1), für die die Lebesgueschen Funktionen 
i 
2 <Pk(x)<Pk(t) k=1 
dt Ln(v; x) = f 
0 
f. ü. mit A„ beschränkt sind; d. h. für die 
/•Tk o„„ L^(P> (3) SUp : < co 
" K 
f. ü. in (0, 1) besteht. 
Mit M(X) bezeichnen wir die Klasse der Folgen a, für die die Reihe (1) bei 
jedem System <p6ß(A) in (0,1) fast überall konvergiert. Es ist bekannt, daß die 
Folgen a mit 
oo 
2 alK -= °° k = l 
zu Af(A) gehören [1]. Für jede Folge a setzen wir 
1 
||a; A|| = sup / sup 
9 0 i s i s j 
2 <tkq>>t(x) dx, k=i 
wobei das Supremum über alle in (0, 1) orthonormierte Systeme cp mit 
Ln((p; x) 
J rt 
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gebildet wird. In [8] haben wir gezeigt, daß die Bedingungen a£M(X) und ||a;A||<oo 
äquivalent sind. 
Es sei <p(iQ(X) und 4/ sei ein beliebiges vorzeichenartiges System. Dann gilt 
{Mt)<Pk}?€ßW für jedes /€(0, 1). Ist a£M(X), dann folgt, daß die Reihe (2) bei 
jedem i£(0,1) in (0, 1) fast überall konvergiert. Durch Anwendung des Fubinischen 
Satzes ergibt sich: 
Sa tz II. Es sei a£M(?.), ß(A) und \j/ein beliebiges vorzeichenartiges System. 
Dann konvergiert die Reihe (2) bei fast jedem x£(0, 1) für fast alle t£(0, 1). 
Im Falle A„=0(1) gilt also die folgende Behauptung. 
Gilt a£/2 , und für das orthonormierte System cp besteht sup Ln(cp; 
f. ü. in (0, 1), dann konvergiert die Reihe (2) bei fast jedem x£(0, 1) fast überall 
in (0,1). 
4. B e m e r k u n g e n . 1) Ohne die Bedingung a£M, bzw. a£M(X) gelten die 
Sätzen nicht. Ist nämlich bzw. a$M(X), dann gibt es ein System <p€Q, 
bzw. (p£ü(X), derart, daß die Reihe (1) in (0, 1) fast überall divergiert, also für das 
System i//k(t)=l (i£(0, 1); k - l , 2, ...) divergiert die Reihe (2) bei fast jedem x € ( 0 , l ) 
für jedes 0, 1). 
2) In unseren Sätzen läßt sich Orthonormalität des Systems cp durch die 
schwächere Voraussetzung ersetzen, daß das System ein Konvergenzsystem für /2 
dem Maß nach ist. Nach einem Satz von N I K I S C H I N [3] ist nämlich das System q> 
in diesem Falle fast orthonormiert, d. h. für jede positive Zahl e gibt es eine meß-
bare Menge ^ ( ^ ( 0 , 1)), eine positive Zahl Me, und ein orthonormiertes System 
$ 0 0 = * ) } r (0> 0 mit m e s F . s 1 - e , <pk(x)=Me$k(e; x) (x€F e ; k=1, 2, ...). 
So ist die folgende Behauptung klar: 
Sa tz I. a. Es seien a£M, <p ein Konvergenzsystem für l2 dem Maß nach in (0, 1), 
und x¡/ ein beliebiges vorzeichenartiges System. Dann konvergiert die Reihe (2) bei fast 
jedem x€(0, 1) für fast alle t£(0, 1). 
Es gilt auch: 
Sa tz II. a. Es seien M(l), <p ein Konvergenzsystem für l2 dem Maß nach in 
(0, 1) mit (3), und iff ein beliebiges vorzeichenartiges System. Dann konvergiert die 
Reihe (2) bei fast jedem x£(0, 1) für fast alle f€(0,1). 
Beweis des Sa tzes II. a. Mit Q*(X) bezeichnen wir die Klasse der Konver-
genzsysteme (p für /2 dem Maß nach in (0,1), für die (3) f. ü. in (0,1) besteht. Weiter-
hin sei M*(l) die Klasse der Koeffizientenfolgen a, für die Reihe (1) bei jedem 
<p£Q*(X) fast überall konvergiert. Nach einem Satz in [9] ist M*(A)=M(A), woher 
Behauptung folgt. 
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